Opcion A
Ejercicio 1 opcion A, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
cos(x) - e - 2xj

[2'5 puntos] Calcula Iing(

sen’(x)
Solucion
lim cos(x) - e - 2x |_cos(0) - e -2(0) _1-1_0
x-0 sen?(x) sen?(0) 0 0
Le aplicamos la regla de L'Hdpital (L'H). (Si “f” y “g” son funciones continuas en [a -0, a + 9], derivables en
o . f 0 o . f -
(a- 9, a+0), verificando que f(a) = g(a) =0 vy lml % :6 , entonces si existe XIlmal glx) se verifica que

fim 0 _ iy 1)
x-a g'(x) x-2 g(x)
cual tenemos:

”m(cos(x) - f»zx - 2Xj={9;L‘H}: "m[-sen(x) o7 () 2] :{OperO} =lim (-sen(x) +t2e7- 2):
x-0 sen“(x) 0 x-0 2-sen(x)-cos(x) 2-sen(x)-cos(x)

. La regla se puede reiterar, y también es vélida si tenemaos /oo, y Si X - ), con lo

_ 0+2-2 _ Q'L‘ - jim -cos(x) + 2e-(-2) _ -cos(0) - 4-¢€° _
2-sen(0)-cos(0) O x-0{ 2-c0Ss(X)-cos(x)+2-sen(x)- (-sen(x)) 2c0s(0)-cos(0) - 2-sen(x)-senx)
=_ 1-4 _>
21.1-2.00 2

Ejercicio 2 opcion A, Suplente Junio 2019 (modelo 2)

x2+1

[2'5 puntos] Calcula Iln[ de (In denota la funcion logaritmo neperiano)

Solucion
2 2
u=inl X & gus 21 _2x-(x)-§x +1)-1dx: 2x22 -x-1 « = 2?<2-1 dx
x2+1 X xX°+1 X (x*+1)-x (x*+1)-x
| = jln dx = =
X X

dv=dx = v:jdx =X

24 2_ 24 2 24 241 .1 -
=In X+l -X-J.X )2( 1 -dx = x-1 X+l —Ixz 1-dx:x-l X+l —jx 12 L 1-dx:
X (x“+1)-x X X +1 X X +1

_ x2+1 2 _ x*+1 dx _ x2+1
—x-In[ < J -J(l-xzﬂj-dX—x-lr{ x J -.[1-dx+2j'x2+1 —x-Ir{TJ - X + 2-artg(x) + K.

Ejercicio 3 opcion A, Suplente Junio 2019 (modelo 2)

1 m 1 1 -1
Dadas las matrices A={m-1 m 0| y B=|2 0
1 11 0 1
a) [1 punto] Calcula los valores de m para los cuales A tiene inversa.
b) [1'25 punto] Para “m = 2", encuentra la matriz X que cumple AX - BBt =1, siendo B! la matriz traspuesta

de B e | la matriz identidad de orden 3.

Solucion
a)
Calcula los valores de m para los cuales A tiene inversa.

La matriz A tienen inversa si det(A) = |A| # 0.
1 m 1R-F, | 0 m-1 OjAdjuntos

[Al=|m-1 m O =im-1 m O tercera = 1-[0-(m-1)-(m-1)]=-(m- 17
1 1 1 1 1 1 columna
Luego |A] #0si(m —1) # 0, es decir Atiene inversasim # 1.

b)



Para “m = 2", encuentra la matriz X que cumple AX - BB! = I, siendo B! la matriz traspuestade B e | la
matriz identidad de orden 3.

Sabemos que para m = 2, la matriz A tiene inversa, por tanto de la ecuacion matricial AX - BB! = | tenemos
AX = | + BBt Multiplicando la expresion AX =1 - BB, por la izquierda por A tenemos A1-AX = Al-(I + BBY),
de donde - I-X=AL(1+BB) - X=A%(l+BBY.

st
Sabemos que A'l= ATfr‘) . Teniendo en cuenta el calculo anterior de det(A) tenemos |A| = -(2-1)? = -1,
111 2 -1 -2 Adi(AY 12-1-2 21 2
Al=|2 2 1|, Adj(A)=|-1 © 1,A'1:%:—1--10 1)={1 0 -1
101 110 Al 110 1 -10
21 2 100 1-1120 21 2 1 00)(2 2 -1
X=Al(+BBY=|1 0 -1|/|0 1 0|+ 2 0-(101j:10-1.010+240 =
1 10 0 0 1)10 1 1 10 0 0 1)l-10 1
2 1 2)(3 2 -1 6 1 6
=1 0 -1.j]2 5 0|=|4 2 -3]|
1 -1 0)\-1 0 2 1 -3 -1

Ejercicio 4 opcion A, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
Considera el punto Ay los planosTw= x+y+z=0 y = X-y+2=0.
a) [1'25 puntos] Calcula la recta pasa por Ay es paralelaa T y To.
b) [1'25 puntos] Calcula los puntos de la recta s EXT_l = yTZ = % gue equidistan de 1w Yy To.

Solucion
a)
Calcula la recta pasa por Ay es paralelaa ™ y Te.

Si la recta es paralela a los planos Tu y Te, un vector director de la recta es uno paralelo a la vez a los pla-
nos Tw y Te, €s decir u = nixny, siendo (x) el producto vectorial n1 y nz los vectores normales de 1w y Te.

i | k|Adjuntos

n=(1,1,1),n2=(1,-1,1),u=nixn.=|1 1 1 primera =i(2)—j(0) + k(-2) = (2,0,-2) y la recta pedida es
1 -11 fila

X=2+2A
r= y=1 conAOR.
z="-2\
b)
Calcula los puntos de larecta s EXT_l = yTZ = % que equidistan de T y Te.

Un punto genérico de larecta s es X(x,y,z2) = (1 + 2b, 2 + 3b, 2b) con b O R.

[1+2b+2+3b+2b| |3+ 7h]
V2412422 NE)
|3+ 7b|] _|-1+ Db

V3 V3

_|1+2b-2-3b+2b| _|-1+b]
N V3

, €s decir |3 + 7b| = |-1 + b| que nos da lugar a dos

Tenemos: d(X;m) = ; d(X;TR)

Igualando d(X;mu) = d(X;Te) tenemos:

ecuaciones:

3+7b=+(-1+b) - 6b=-4 — b=-2/3, yun punto Xi es X1(1+2(-2/3), 2+3(-2/3), 2(-2/3) ) =X1(-1/3,0,-4/3).
3+7b=-(-1+b) - 8b=-2 ~ b=-1/4, y un punto X1 es Xa(1+2(-1/4),2+3(-1/4),2(-1/4) ) =X2(1/2,5/4,-1/2).

Los puntos de s que equidistande  Th y Tk, son Xi(-1/3, 0, -4/3) y X»(1/2,5/4,-1/2).



Opcion B

Ejercicio 1 opcion B, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
Z-ax+2b si x<0

[2'5 puntos] Se sabe que la funcion f: R - R, dada por f(x) = In(x + 1) ] .
— si x>0
(In denota la funcion logaritmo neperiano) es derivable. Calcula ay b.
Solucion
Z.ax+2b si x<0
Se sabe que la funcion f: R -~ R, dada por f(x) = In(x + 1) G x50 (In denota la funcién logaritmo
X

neperiano) es derivable. Calcula ay b.

Sabemos que si una funcién es derivable también es continua, por tanto nuestra funcién f es continua y
derivable en x = 0.

Como es continuaenx =0, f(0) = )!irg] f(x) = )!irg f(x)

f(0)= M o= M (x2-ax+2b)=0-0+2b=2b.
In(x+1) _In0+1) In(1) O

lim f(x) = I|m =—

x-0" X 0 0 0

Le aplicamos la regla de L'Hépital (L'H): Si lim —= ) _ yeX|ste lim LY , entonces lim =% ) _ lim AC)
ag(x) 0 x-ag'(x)’ ag(x)  x-agl(x)

o0
La regla se puede repetir y también para —, y cuando X — oo,
o0

Con lo cual tenemos
In(x +1) _ i 1 1

lim (<) = lim
x-0" X0 x-0" (X+1) 1 (0+1)1

:}:1
1

Igualando f(0) = Iirglf(x) = Iirg]f(x), resulta 2b =1, de donde b =1/2.
X— X

x?-ax+2b si x<0

f(x) = ;
(x) Inx+1) o g
X
2x - a si x<0 2x - a si x<0
f'(x) = In(x + 1)1 =4 X nx+1)
_ si x>0 [X*l _ si x>0
X X

Estudiaremos la continuidad de la derivada en x = 0, es decir f ‘(0-) = f {(0+) con f ‘(0-) = lirg_f 'X) yfo+) =
X -
= Iimf'(x).
x-0"

Empezamos f /(0-) = X"”;f 'X) = Iim (2x-a) =0-a=-a.

D 0-in+1) o
f1(0+) = IImf ') = I|m N 7 —6 le aplicamos la regla de L'H6pital
r ( 1) X+1-X 1 1 1
n(x + 7 - o i ] ]
|Im _{L H} lim (X+1) X+1: ||mM:“mL+l)2: |m—X:
x 0" x 0" 2X x-0" 2X X-0" 2X- (X + 1) x-0" 2X- (X + 1)2
1 11

={Simplifico * x}-xllrg s I 2‘(0 TS



Igualando f*‘(0-) =f‘(0+), tenemos -a=-1/2 - a=1/2. Portantoa= 1/2 y b =1/2, para que la funcién
dada sea derivable.

Ejercicio 2 opcion B, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
Seanf, g: [0, | - R las funciones definidas por f(x) = sen(x) y g(x) = sen(2x).
() [1 punto] Esboza sus graficas en unos mismos ejes coordenados y calcula sus puntos de corte.
(b) [1'5 puntos] Calcula el area del recinto limitado por ambas gréaficas y las rectas x =0 y x = 173.
Solucion
Sean f, g: [0, ] - R las funciones definidas por f(x) = sen(x) y g(x) = sen(2x).
(a) [1 punto] Esboza sus gréficas en unos mismos ejes coordenados y calcula sus puntos de corte.

Sabemos que la funcién sen es continuas y derivable en todo R, periédica de periodo 21, sen(0) = 0,
sen(1v2) = 1, sen(m) = 0, sen(3172) = -1 y sen(2m) = 0. “sen” creciente en el | y IV cuadrante y decreciente en
II'y Il cuadrante.

También sabemos que la grafica de sen(2x) es parecida a la de “sen(x)2 pero de periodo T, por tanto el
papel que realizaban 0, 172, 11, 3172 y eTten “sen” lo realizan ahora 0, W4, 172, 3174 y Tt en “sen(2x). Tenien-
do en cuenta todo esto un esbozo de sus graficas [0, 1] es:

1{ sen[xj/.\\
0 i \ 7 I
sen(2¢) \__/

-1 -

\".
\\ 5 :

Me estén pidiendo los cortes de sen(x) y sen(2x) en [0, 1.

De sen(x) = sen(2x) = 2sen(x)cos(X) — sen(x) - 2sen(x)cos(x) = 0 = sen(x)-(1 - 2cos(x) ). De sen(x) =0
tenemos x =0, yde 1 - 2cos(x) = 0 tenemos cos(x) = 1/2, de donde x = 173.

Volvemos a realizar la grafica en el intervalo [0, .

14 sen(2x)

e\
0 05 1},:!;315‘\

(b)

Calcula el &rea del recinto limitado por ambas gréficas y las rectasx =0 y x = 10/3.
Nos fijamos en el Ultimo esbozo de la grafica para calcular el area:

Area = [0 (sen(2x) — sen(x) )dx = [-coS(2X)/2 + COS(Y] o™ = (-cOS(2TV3)12 + Cos(174) ) - (-cos(0)+0s(0) ) =
=(-(-1/2)/12 + 1/2) - (-1/2 + 1) = 1/4 u?.

Ejercicio 3 opcion B, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
mx -y +13z =0
Dado el siguiente sistema de ecuaciones <2X - my + 4z =0
X +y+7z=0
a) [1'5 puntos] Encuentra los valores de “m” para los que el sistema tiene infinitas soluciones.
b) [1 punto] Resuelve el sistema para m = 3. En este caso, ¢hay alguna solucioén en las que x = 10? Razona
tu respuesta.
Solucion
mx -y +13z =0
Dado el siguiente sistema de ecuaciones <2X - my+ 4z =0
X +y+72z=0



a)
Encuentra los valores de “m” para los que el sistema tiene infinitas soluciones.

m -1 13 m -1 130
Matriz de los coeficientes A= | 2 -m 4 |, matrizampliadaA*=|2 -m 4 0].
1 1 7 1 1 70

Como vemos es un sistema homogéneo por tanto siempre tiene la solucién trivial (x,y,z) = (0,0,0). Como me
piden los valores de “m” para que el sistema tenga infinitas soluciones, nos piden los valores de “m” para los
cuales det(A) = |A| = 0.

m -1 13|R+F, |m+1 0O 20|Adjuntos
Tenemos det(A) = |A|=|2 -m 4 = 2 -m 4| primera =

1 1 7 1 1 7 fila
=(@m+1)-(-7m-4)—-0+20-(2 +m) =-7m? + 9m + 36.

9++81+1008 _9+33

Dedet(A)=0 - -Tm?2+9m+36=0 - 7m2-9m-36=0. x= 14 " , de donde m =3

y m=--12/7.

Sim=3 y m=-12/7, det(A) = 0, rango(A) = rang 0(A*) = 2 (la tercera columna es de ceros) < numero
de incognitas, sistema compatible e indeterminado, y tiene infinit as soluciones. Por el Teorema de
Rouché.

b)

Resuelve el sistema para m = 3. En este caso, ¢hay alguna solucion en las que x = 10? Razona tu respues-
ta.

Hemos visto en el apartado (a) que si m = 3, rango(A) = rango(A*) = 2 < 3 = nlmero de incognitas, el siste-
ma es compatible e indeterminado y tiene méas de una solucién.

Por tener rango 2 utilizamos solo dos ecuaciones (las dos ultimas)

2x-3y+4z=0 (F-2F,) | -5y-10z=0
{x+y+7z:0 ~{x+y+7z:0
gunda ecuacion x - 2m + 7m =0, de donde y = -5m, y la solucion del sistema es (x, y, z) = (-5m,-2m,m),
conm OR.

. Llamando z = m 0O R tenemos y = -2m. Entrando en la se-

Six =10 =-5m, tenemos m = -2, y la solucién para x = 10 es (x,y,z) = (10,4,-2).

Ejercicio 4 opcion B, Suplente Junio 2019 (modelo 2)
Considera los puntos A(0,3,-1) y B(0,1,a) y el plano “1t" de ecuacion x-y +z =0.
(a) [0'75 puntos] Determina a sabiendo que la recta que pasa por A y B es paralela al plano “1t".
(b) [0'75 puntos] Halla el punto de corte de la recta que pasa por Ay es perpendicular a “1t".
(b) [1 punto] Para a = 2, halla el plano que contiene a los puntos Ay B y es perpendicular al plano Tt
Solucion
Considera los puntos A(0,3,-1) y B(0,1,a) y el plano “t" de ecuacién x-y+z=0.
(@)

Determina a sabiendo que la recta que pasa por Ay B es paralela al plano “1t".

Sabemos que si la recta que pasa por Ay B es paralelo al plano “1t", el vector director de la recta, AB, es
perpendicular al vector normal del plano n = (1,-1,1), es decir su producto escalar (+) es cero.

ABen = (0,-2,a+1)*(1,-1,1) = 0+2+1+a = 0, de donde a = -3 para que la recta y el plano sean paralelos
(b)

Halla el punto de corte de la recta que pasa por A y es perpendicular a “1t".

Me estan pidiendo la proyeccién ortogonal M de A sobre “1t", para lo cual obtenemos la plano “r’ perpendi-
cular al plano “1v" por el punto A, el vector director de la perpendicular v coincide con el vector normal
del plano n, es decir v = n =(1,-1,1). Después sustituiremos la recta en el plano y obtendremos el punto M
pedido.



x= b
Larectaes s=y=3-b conb [OR.
z=-1+b
Sustituyendo “s” en “1t" tenemos: b-3+b-1+b=0 - 3b-4=0 - b=4/3,y el punto proyeccion M
pedido es : M( (4/3), 3 - (4/3), -1 + (4/3) ) = M(4/3, 5/3, 1/3).
(b)

Para a = 2, halla el plano que contiene a los puntos Ay B y es perpendicular al plano 1t

Para un plano necesitamos un punto, el A(0,3,-1), y dos vectores linealmente independientes el AB=(0,-2,3)
y el n =(1,-1,1) pues tiene una direccién al plano 1t

El plano pedido en su ecuacién vectorial es: Tu =x =a + AAB + un , es decir:
™ = (x,y,2) = (0,3,-1) + A(0,-2,3) + i(1,-1,1) con Ay jnumeros reales .



